INTEGRAL DEFINIDA. APLICACIONES.


INTEGRAL DEFINIDA 
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Sea f una función continua y positiva en el intervalo 
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 La gráfica de la función f,   y las rectas  x = a,  x = b  e  y = 0, determinan una región del plano que recibe el nombre de trapecio mixtilíneo. 
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PARTICIÓN DE UN INTERVALO. 

Se llama PARTICIÓN de un intervalo 
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 a una sucesión P de puntos del intervalo 
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  de los cuales el primero coincide con a y el último coincide con b; es decir, 
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Se llama DIÁMETRO de una partición P a la mayor de las diferencias 
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Sean dos particiones P y Q del mismo intervalo cerrado 
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  Se dice que la partición Q es más fina que la partición P, si se verifica que todo punto de P pertenece a Q, es decir, Q tiene los mismos puntos que P y algunos más. 

Esta relación así definida hace que el conjunto de particiones de un intervalo sea un conjunto ordenado. 

SUMA INFERIOR Y SUMA SUPERIOR. 

Sea  f(x)  una función continua en 
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 que supondremos que se mantiene positiva en dicho intervalo. Por el teorema de Weierstrass, la función f(x) alcanzará en dicho intervalo su valor máximo M y su valor mínimo m. 
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Por tanto, f  tendrá, en cada uno de estos intervalos, un máximo y un mínimo, que designaremos por: 
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  el mínimo de  f en  
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Se llama SUMA INFERIOR de f asociada a la partición P, y la representaremos por 
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o más abreviadamente: 
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Geométricamente, esta suma inferior corresponde a la suma de las áreas de los 

rectángulos inferiores o inscritos a la gráfica de la función  f. Es una aproximación  por defecto del área del trapecio mixtilíneo limitado por la gráfica de la función f, el eje OX y las rectas  x = a  y  x = b. 

Se llama  SUMA SUPERIOR de f asociada a la partición P, y la representaremos por 
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o más abreviadamente  
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Geométricamente, esta suma superior corresponde a la suma de las áreas de los rectángulos superiores o circunscritos a la gráfica de la función f.  Es una aproximación por exceso del área del trapecio mixtilíneo limitado por la gráfica de la función  f, el eje OX y las rectas  x = a y  x = b. 

Es  evidente que si f es una función continua en  
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PROPIEDADES DE LAS SUMAS INFERIORES Y SUPERIORES. 

1. Si tenemos dos particiones P y Q del intervalo 
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  tales que P ( Q, entonces se verifica que      
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2. Dadas dos particiones cualesquiera P y Q del intervalo 
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es decir, cualquier suma inferior está acotada por cualquier suma superior o, de otra forma, toda suma inferior es menor que cualquier suma superior. 

DEFINICIÓN DE ÁREA DEL TRAPECIO MIXTILÍNEO. 

Si  
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  es una sucesión de particiones del intervalo 
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  se obtienen las sucesiones de sumas 
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siendo la primera creciente y acotada superiormente por cualquier suma superior, la segunda es decreciente y acotada inferiormente por cualquier suma inferior y tendiendo su diferencia a cero, es decir 
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El límite común de estas sucesiones sería el área del trapecio mixtilíneo determinado por la gráfica de la función f y las rectas  x = a,  x = b  e  y = 0. 

INTEGRAL DEFINIDA. 

Este proceso que nos ha permitido obtener el área del trapecio mixtilíneo podemos generalizarlo para definir la integral definida en un intervalo  
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  donde la función puede tomar valores positivos o negativos. 

Las sumas superiores e inferiores se definen de la misma forma, pero ahora no representan, en general, áreas ya que la función puede tomar valores negativos en ciertos subintervalos. 

Si  f  es una función continua en el intervalo 
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 tanto las sumas superiores como las sumas inferiores se aproximan al mismo valor, siempre que 
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b) El diámetro de la partición 
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 tiende a 0 cuando  
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En este caso los límites de las sucesiones de sumas superiores y de sumas inferiores existen y son iguales: 
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Este límite común recibe el nombre de INTEGRAL DEFINIDA de la función f en 
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Los números a y b se llaman límites inferior y superior de integración. La función f recibe el nombre de integrando. 

Una función, sea o no continua, en la que se verifica la relación
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se dice que es integrable. 

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA. 

1. 
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Por tanto, si f cambia de signo en 
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  nos da la suma algebraica de las áreas que están por encima y por debajo del eje OX, cada una con su signo. 
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Si quisiéramos calcular el área en términos absolutos, tendríamos que calcular la integral de cada recinto y, antes de sumar, cambiar de signo las negativas.

3.  Si  
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4. Si permutamos los límites de integración, la integral cambia de signo:
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5. 
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6. 
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Estas dos últimas propiedades determinan la linealidad de la integral definida respecto de la suma y el producto por un número real. 

7. Si  f  y  g  son dos funciones continuas en un intervalo 
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TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CÁLCULO INTEGRAL.

Si  f  es una función continua en 
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Demostración.

Por ser f continua en un cerrado 
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 se verificará en él el teorema de Weierstrass y la función alcanza dentro de dicho intervalo su máximo y su mínimo, es decir:
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Aplicando las propiedades de la integral definida, tendremos:
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Si consideramos una partición del intervalo 
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el valor mínimo y el máximo. Por tanto, existirá un punto 
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 y, en consecuencia, 
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LA INTEGRAL Y SU RELACIÓN CON LA DERIVADA. 
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Con la definición de la integral definida vista hasta este momento, tan sólo podemos calcular dicha integral para funciones sencillas. En el caso de otras funciones más complicadas  deberemos buscar otros métodos para buscar dicha integral. 
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Cuanto mayor sea la ordenada de f más rápidamente crecerá el área bajo ella, es decir, F, y su derivada será positiva. Cuando f es negativa, lo es el área: F decrece y su derivada F’ es negativa.

Veamos que la derivada de esta función  F coincide con la función f. 

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO INTEGRAL. 

Si f es una función continua en 
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Demostración: 

Para estudiar si F es derivable tratemos de calcular su derivada:
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Por el teorema del valor medio del cálculo integral, al ser f continua en 
[image: image80.wmf][

]

,

,

h

x

x

+

 existirá un 
[image: image81.wmf][

]

h

x

x

c

+

Î

,

 tal que


[image: image82.wmf]h

c

f

x

h

x

c

f

dt

t

f

h

x

x

×

=

-

+

×

=

ò

+

)

(

)

(

)

(

).

(


Por tanto:
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Como 
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En consecuencia, la función F(x) es derivable y su derivada es f(x). Esto nos quiere decir que la función F(x) es una primitiva de la función f(x). 

La  consecuencia  práctica más importante del teorema fundamental del cálculo integral es la siguiente regla: 

REGLA DE BARROW. 
Si f(x) es continua en 
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En efecto, por el teorema fundamental del cálculo integral sabemos que  
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 es una primitiva de f(x). 

Si G(x) es otra primitiva de f(x), F(x) y G(x) se diferenciarán en una constante, es decir, que    F(x) = G(x) + K. 

Por tanto, 
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Si le damos a x el valor a, tendremos:
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y nos queda que 
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Si ahora sustituimos x por b, obtenemos: 
[image: image92.wmf][

]

b

a

b

a

t

G

a

G

b

G

dt

t

f

)

(

)

(

)

(

)

(

=

-

=

×

ò

 como queríamos demostrar.

EJEMPLOS: 
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Calculamos primeramente una primitiva: 
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Entonces:
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· Calcula la integral definida    
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Hallaremos primero una primitiva del integrando: 
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Por tanto, la integral definida será: 
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· Calcular   
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· Calcular:    
[image: image112.wmf]0

sen(2)

x

exdx

××

ò

p



[image: image113.wmf]sen(2)2cos(2)

sen(2)

x

xx

uxduxdx

exdx

dvedxve

=Þ=××

ìü

××==

íý

=×Þ=

îþ

ò



[image: image114.wmf]cos(2)2sen(2)

sen(2)2cos(2)

xx

xx

uxduxdx

exexdx

dvedxve

=Þ=-××

ìü

=×-×××==

íý

=×Þ=

îþ

ò



[image: image115.wmf]sen(2)2cos(2)2sen(2)

xxx

exexexdx

éù

=×-××--×××=

êú

ëû

ò



[image: image116.wmf]sen(2)2cos(2)2sen(2)

xxx

exexexdx

éù

=×-××+×××=

êú

ëû

ò



[image: image117.wmf]sen(2)2cos(2)4sen(2)

xxx

exexexdx

=×-××-×××Þ

ò



[image: image118.wmf]sen(2)sen(2)2cos(2)4sen(2)

xxxx

exdxexexexdx

Þ××=×-××-×××Þ

òò



[image: image119.wmf]5sen(2)sen(2)2cos(2)

xxx

exdxexex

Þ×××=×-××Þ

ò



[image: image120.wmf](

)

sen(2)2cos(2)

sen(2)2cos(2)

sen(2)

55

x

xx

x

exx

exex

exdx

×-×

×-××

Þ××==

ò


Por tanto:
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· Calcular   G'(x) sabiendo que la función G es:    
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Por el teorema fundamental del cálculo integral, tenemos:
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Por tanto,  
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· Calcular la derivada de la función   
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Consideremos que  
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  es decir,  G es una primitiva de f  y, por tanto,
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Aplicando la regla de Barrow, tendremos: 
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Calculamos la derivada de F(x): 
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· Determina los máximos y mínimos relativos de la función  f  definida por 
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Teniendo en cuenta el teorema fundamental del Cálculo Integral, la derivada de la función f  nos viene dada por la función 
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 ya que la función que aparece en el integrando de f es continua. Para calcular los máximos y mínimos relativos de la función  f anulamos esta derivada: 
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Para estudiar si corresponden a máximos o a mínimos estudiamos el signo de la derivada segunda: 
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  f  tiene un máximo relativo en  x = 0.
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APLICACIÓN DE LA INTEGRAL DEFINIDA AL CÁLCULO DE ÁREAS. 

El problema que se nos plantea en este momento es calcular el área del recinto limitado  por la gráfica de una función y determinadas rectas. Antes de aplicar la integral definida  conviene, siempre que sea posible, representar el recinto correspondiente y después, por sumas o restas de integrales, hallaremos el área pedida. 

Podemos considerar las siguientes situaciones: 

1. [image: image302.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

Þ

=

-

Þ

=

-

Þ

=

Þ

ï

þ

ï

ý

ü

=

=

1

0

0

)

1

(

0

)

(

3

4

2

2

2

2

x

x

x

x

x

x

x

x

x

y

x

y

[image: image303.wmf]·

La función es positiva en el intervalo 
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EJEMPLO. 

· Halla el área del recinto limitado por la  parábola  
[image: image140.wmf],

2

x

y

=

  el eje OX,  la recta  
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Puesto que la función es positiva en todo su dominio, el área del recinto nos vendrá dada por: 
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2. [image: image312.wmf]4

[image: image313.wmf]0

La función es negativa en el intervalo  
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El  área del recinto es la del trapecio mixtilíneo, pero ya no nos viene dada por la integral 
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En consecuencia, sus áreas serán iguales y tendremos: 
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que es el valor absoluto de la integral definida. 

EJEMPLO. 

· Halla el área del recinto limitado por la curva 
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3. La función toma valores positivos y negativos en el intervalo 
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Cuando una función continua f(x) no tiene signo constante en el intervalo 
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 su gráfica determina con el eje OX varias regiones 
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EJEMPLO: 

· Calcula el área  limitada por la curva  
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4. Área del recinto donde intervienen dos funciones. 

El problema que se nos plantea ahora es el de calcular el área del recinto limitado por las gráficas de dos funciones continuas y las rectas 
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 Si las gráficas se cortan en dos o más puntos pueden determinar un recinto cuya área es posible calcular. En este caso, hay que hallar los puntos de corte de las dos curvas. 

· Las dos funciones son positivas en  
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· Las funciones son positivas o negativas en 
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En este caso es válida la expresión anterior ya que a partir de las funciones
[image: image159.wmf]g

f

y  

  

 podemos obtener las funciones  
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 y suficientemente grande, que serían positivas; el recinto delimitado por las nuevas funciones tiene igual área que el recinto primitivo. 

· Las dos funciones se cortan. 
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Ejemplos.

· Halla el área del recinto limitado por las parábolas  
[image: image163.wmf].
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Dibujamos el recinto limitado por las curvas y calculamos los puntos de corte de ellas: 
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El área del recinto nos vendrá dada por:


[image: image165.wmf]=

×

-

=

×

-

=

×

-

×

=

ò

ò

ò

ò

1

 

0

 

2

2

1

1

 

0

 

2

1

 

0

 

2

1

 

0

 

)

(

)

(

)

(

dx

x

x

dx

x

x

dx

x

dx

x

R

A



[image: image166.wmf]u.s.

  

3

1

0

3

1

3

2

3

3

2

3

2

3

1

0

3

2

3

1

0

3

2

3

=

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

=

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

-

=

x

x

x

x


· El área de la región comprendida entre las gráficas de 
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 (mira el dibujo) no se puede calcular mediante la integral 
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Explica por qué sucede eso y calcula dicha área.
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Al calcular la integral definida entre (1 y 1, se sumarían la positiva y la negativa y, en consecuencia, no nos daría el área de la región comprendida entre las dos funciones.

Si tenemos en cuenta que las dos funciones dadas son simétricas respecto del origen, el área que se encuentra por encima del eje OX es igual que el que se encuentra por debajo. Luego, la integral definida entre (1 y 1 daría cero y el área del recinto nos vendrá dada por:
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· Área de la región limitada por la curva 
[image: image173.wmf]32

()44

fxxxx

=--+

 y el eje de abscisas.

Realizamos un esbozo de la gráfica de la función:

Estudiaremos los puntos de corte con el eje OX y la monotonía de la función

Puntos de corte:  
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Con todo ello la gráfica de la función sería:
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La zona rayada es el recinto cuya área nos piden. Nos vendrá dada por:
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que es el área pedida.

VOLUMEN DE UN CUERPO DE REVOLUCIÓN.


Consideremos una función f continua definida en un intervalo 
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 La gráfica de esta función con las rectas 
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 determina un recinto R que al girar alrededor del eje OX engendra un cuerpo de revolución.






la suma de los volúmenes de los cilindros asociados a nuestra partición será:
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donde:  
[image: image188.wmf][

]

i

i

i

x

x

c

,

1

-

Î

 (punto intermedio del intervalo)


 
[image: image189.wmf]º

-

-

1

i

i

x

x

 altura de los cilindros


 
[image: image190.wmf]º

)

(

i

c

f

 radio de la base de los cilindros

Si el número de puntos de la partición aumenta, aumentarán también los cilindros y la suma de sus volúmenes se aproximará cada vez más al volumen del cuerpo de revolución. Por tanto:
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Si tenemos en cuenta la definición de integral definida, nos queda que:


[image: image192.wmf]ò

ò

×

×

p

=

×

p

=

b

a

b

a

dx

x

f

dx

x

f

b

a

f

V

 

 

2

 

 

2

)

(

).

(

)

,

,

(


EJEMPLO.

· Calcular el volumen engendrado al girar la parábola 
[image: image193.wmf]x
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 alrededor del OX entre 0 y 4.





· Utilizando el cálculo integral, determina el volumen de un cono circular recto de radio r y altura h.
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que es la fórmula del volumen del cono.

· Utilizando el cálculo integral, determina el volumen de una esfera de radio r.
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El problema que nos planteamos ahora es calcular el área de dicho trapecio mixtilíneo,  área que dependerá de la función f y del intervalo � EMBED Equation.3  ��� 


Una vez que sepamos calcular el área de este tipo de recintos podremos hallar la superficie de recintos más complicados, descomponiendo la región en trapecios mixtilíneos. 


Veamos como desarrollamos el proceso: 
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Dada una partición P del intervalo � EMBED Equation.3  ��� � EMBED Equation.3  ��� es evidente que si  f es continua en � EMBED Equation.3  ��� también lo será en cada uno de los intervalos  � EMBED Equation.3  ��� tal  que � EMBED Equation.3  ���
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Dividiendo por  � EMBED Equation.3  ��� obtenemos:
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Como la función f es continua en el intervalo � EMBED Equation.3  ��� tomará todos los valores comprendidos entre
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Dada la función f, continua en � EMBED Equation.3  ��� a partir de ella podríamos considerar la función  � EMBED Equation.3  ���  que nos da el área contenida bajo la función  f  entre "a", un punto variable x  y el eje OX. 
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El numerador                                     
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Sea f una función continua en � EMBED Equation.3  ��� tal que � EMBED Equation.3  ���  en todo punto del intervalo. Las rectas  � EMBED Equation.3  ���  con la gráfica de la función determinan un recinto cuya área queremos calcular. Este recinto es un trapecio mixtilíneo cuya área nos viene dada por: 
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Consideremos una función f continua en � EMBED Equation.3  ��� tal que � EMBED Equation.3  ���  para todo valor x del intervalo. El recinto delimitado por la gráfica de la función y las rectas � EMBED Equation.3  ��� queda  situado por  debajo del eje de abscisas. 








definida  � EMBED Equation.3  ��� puesto que al ser f negativa, la integral definida es negativa. 





Si consideramos la función opuesta � EMBED Equation.3  ��� el nuevo recinto limitado por esta función y las rectas dadas, es igual al anterior, por ser simétricos respecto del eje de abscisas.
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En este caso el área del recinto pedido será la suma de las áreas de cada uno de los recintos. No podemos calcular la integral definida entre a y b, sino que será necesario calcular las áreas de cada uno de los recintos � EMBED Equation.3  ��� y sumarlas después. 














Los puntos de corte de nuestra función con el eje OX son:  � EMBED Equation.3  ���


El recinto cuya área queremos calcular se descompone en dos recintos: uno situado por encima del eje y el otro por debajo. 


Por tanto: 
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En este  caso, el área del recinto limitado por las dos funciones es igual a la diferencia de las áreas de los trapecios mixtilíneos determinados por las funciones. 
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En  este caso se consideran los subintervalos donde las funciones cumplen las condiciones de casos anteriores. 





En este caso tendríamos: 
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La � EMBED Equation.3  ���  nos da la suma algebraica de las áreas que están por encima y por debajo del eje OX, cada una con su signo. Si tenemos en cuenta que el recinto entre (1 y 0, está situado por debajo del eje, la integral definida en ese intervalo será negativa. En el intervalo comprendido entre 0 y 1, el recinto se encuentra por encima del eje OX y la integral definida entre 0 y 1 será positiva.
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Vamos a tratar de calcular el volumen de este cuerpo de revolución: consideremos una partición del intervalo � EMBED Equation.3  ���


    � EMBED Equation.3  ���


Esta partición divide el cuerpo en n cilindros: la suma de los volúmenes de estos cilindros será una aproximación al volumen del cuerpo de revolución que nos ocupa.


Si tenemos en cuenta el volumen del cilindro (� EMBED Equation.3  ���)
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La ecuación de la recta que gira alrededor del eje OX para generar en el intervalo � EMBED Equation.3  ��� un cono de radio r y altura h es � EMBED Equation.3  ��� Por tanto, el volumen del cono nos vendrá dado por
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La esfera se engendra al girar una circunferencia de ecuación � EMBED Equation.3  ��� alrededor del eje OX.


En consecuencia, el volumen de la esfera nos vendrá dado por
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_1137168271.unknown

_1137167063.unknown

_1137167940.unknown

_1137166354.unknown

_1137166094.unknown

_1137166194.unknown

_1137166072.unknown

_1104772575.unknown

_1107957067.unknown

_1112541324.unknown

_1112541284.unknown

_1104772596.unknown

_1104772425.unknown

_1104772449.unknown

_1104772538.unknown

_1104772408.unknown

_1104770058.unknown

_1104772365.unknown

_1104772372.unknown

_1104772293.unknown

_1104772342.unknown

_1104769847.unknown

_1104770028.unknown

_1104769759.unknown

_1080667435.unknown

_1080668842.unknown

_1104691955.unknown

_1104769503.unknown

_1104769572.unknown

_1104692299.unknown

_1104692094.unknown

_1104691331.unknown

_1104691865.unknown

_1080668853.unknown

_1080667859.unknown

_1080667928.unknown

_1080668138.unknown

_1080668158.unknown

_1080667948.unknown

_1080667864.unknown

_1080667800.unknown

_1080667818.unknown

_1080667597.unknown

_1080667636.unknown

_1080667630.unknown

_1080667467.unknown

_1080667086.unknown

_1080667162.unknown

_1080667394.unknown

_1080667249.unknown

_1080667136.unknown

_1080667031.unknown

_1080667052.unknown

_1080666953.unknown

_959349994.unknown

_959424687.unknown

_959448854.unknown

_959528925.unknown

_959533577.unknown

_959534543.unknown

_959534851.unknown

_1080666570.unknown

_959534627.unknown

_959534300.unknown

_959531160.unknown

_959532794.unknown

_959533436.unknown

_959531517.unknown

_959531761.unknown

_959530681.unknown

_959531126.unknown

_959529533.unknown

_959525395.unknown

_959528546.unknown

_959528677.unknown

_959525461.unknown

_959449414.unknown

_959524947.unknown

_959449158.unknown

_959437435.unknown

_959445850.unknown

_959446963.unknown

_959448590.unknown

_959448764.unknown

_959447043.unknown

_959447564.unknown

_959446779.unknown

_959446822.unknown

_959446588.unknown

_959437862.unknown

_959439143.unknown

_959437771.unknown

_959426395.unknown

_959426776.unknown

_959427198.unknown

_959436653.unknown

_959436696.unknown

_959436632.unknown

_959426865.unknown

_959426634.unknown

_959426652.unknown

_959426565.unknown

_959425504.unknown

_959425526.unknown

_959425373.unknown

_959368855.unknown

_959370173.unknown

_959424358.unknown

_959424420.unknown

_959370251.unknown

_959370287.unknown

_959371592.unknown

_959370207.unknown

_959370135.unknown

_959369348.unknown

_959369410.unknown

_959352824.unknown

_959368678.unknown

_959368722.unknown

_959353739.unknown

_959353036.unknown

_959351618.unknown

_959352774.unknown

_959351736.unknown

_959351231.unknown

_959204863.unknown

_959237520.unknown

_959349628.unknown

_959349895.unknown

_959349934.unknown

_959349777.unknown

_959237634.unknown

_959349266.unknown

_959237966.unknown

_959237579.unknown

_959205442.unknown

_959205505.unknown

_959205732.unknown

_959205241.unknown

_959199517.unknown

_959203947.unknown

_959204515.unknown

_959204719.unknown

_959204296.unknown

_959200648.unknown

_959203509.unknown

_959199908.unknown

_959190674.unknown

_959190985.unknown

_959198931.unknown

_959198999.unknown

_959199464.unknown

_959198970.unknown

_959198657.unknown

_959190950.unknown

_959185933.unknown

_959186088.unknown

_959185703.unknown

_959185870.unknown

_958315327.unknown

_958316773.unknown

_958830515.unknown

_959182427.unknown

_959183221.unknown

_958831203.unknown

_958831469.unknown

_959181766.unknown

_959181867.unknown

_958831524.unknown

_958832064.unknown

_958831280.unknown

_958831409.unknown

_958831226.unknown

_958830706.unknown

_958831164.unknown

_958830587.unknown

_958322699.unknown

_958323692.unknown

_958830276.unknown

_958830315.unknown

_958830193.unknown

_958323110.unknown

_958319991.unknown

_958322582.unknown

_958322659.unknown

_958322615.unknown

_958320066.unknown

_958322092.unknown

_958320082.unknown

_958318281.unknown

_958319902.unknown

_958319959.unknown

_958319655.unknown

_958319239.unknown

_958317009.unknown

_958316275.unknown

_958316371.unknown

_958316436.unknown

_958316335.unknown

_958315652.unknown

_957978595.unknown

_958313930.unknown

_958313966.unknown

_958314909.unknown

_958313903.unknown

_957976214.unknown

_957978531.unknown

_957977061.unknown

_957977612.unknown

_957975953.unknown

_957976079.unknown

_957975670.unknown

_957971542.unknown

_957972722.unknown

_957975170.unknown

_957975543.unknown

_957975576.unknown

_957975308.unknown

_957975070.unknown

_957975137.unknown

_957974916.unknown

_957972025.unknown

_957972248.unknown

_957972494.unknown

_957972202.unknown

_957971997.unknown

_957969995.unknown

_957970450.unknown

_957971147.unknown

_957971256.unknown

_957970699.unknown

_957971031.unknown

_957970646.unknown

_957970248.unknown

_957970304.unknown

_957970048.unknown

_957967354.unknown

_957968400.unknown

_957969505.unknown

_957969509.unknown

_957969848.unknown

_957969364.unknown

_957969379.unknown

_957968451.unknown

_957967870.unknown

_957968119.unknown

_957968160.unknown

_957968007.unknown

_957966599.unknown

_957967056.unknown

_957967162.unknown

_957967228.unknown

_957966890.unknown

_957966157.unknown

