FUNCIONES CONTINUAS

EJERCICIOS RESUELTOS


EJERCICIOS RESUELTOS.

· Estudiar la continuidad de la función  
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 definida por  
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Empezaremos desdoblando la función desde el valor absoluto más interior hasta el más exterior.

Consideremos la función  
[image: image3.wmf].
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Teniendo en cuenta la definición de valor absoluto, 
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,  nuestra función nos quedará de la forma:
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Llevando este resultado a la función f nos quedará:
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Pasamos a quitar el valor absoluto más externo: 

· Para valores  
[image: image7.wmf],
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 la función 
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 se anula para 
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 que es un valor menor que 
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 por lo que en él habrá un cambio de signo y se desdoblará la función f.

· Para valores  
[image: image11.wmf],
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la función está definida como el valor absoluto de una constante y será otra constante: 
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En consecuencia,
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Una vez desdoblada la función, pasamos a estudiar su continuidad:

· Para valores 
[image: image14.wmf],
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 la función f está definida como una función lineal, continua en todo el conjunto de los números reales y, por tanto, en el intervalo 
[image: image15.wmf].
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· Para valores 
[image: image16.wmf],
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 la función f está definida como una función lineal, continua en todo el conjunto de los números reales y, por tanto, en el intervalo 
[image: image17.wmf].
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· Para valores 
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 la función f está definida como una función constante, continua en todo el conjunto de los números reales y, por tanto, en el intervalo 
[image: image19.wmf].
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Nos faltaría por estudiar la continuidad de la función f en los puntos de desdoblamiento (puntos donde la función cambia de definición). En ellos tendremos que estudiar la existencia de límite, la existencia de función y comprobar que los dos valores son iguales:

· En  
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En consecuencia, 
[image: image23.wmf].
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 Como 
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  y la función es continua en 
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4

3

=

x


· En  
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En consecuencia, 
[image: image30.wmf].
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 Como 
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 entonces se verifica que 
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  y la función es continua en 
[image: image33.wmf].
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Por tanto, la función f es continua en todo el conjunto de números reales 
[image: image34.wmf]¡
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· Estudiar la continuidad de la función  
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· Primer método:   Nuestra función  f  es producto de dos funciones continuas en 
[image: image36.wmf]¡

  (la función identidad y la función valor absoluto)  y, por tanto, será continua en  
[image: image37.wmf]¡

. 

· Segundo método: Teniendo en cuenta la definición de la función valor absoluto, la función f será una función definida a trozos de la siguiente manera:
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Tanto para valores menores como mayores que cero, la función f está definida mediante una función cuadrática, continua en 
[image: image39.wmf]¡

 y, en consecuencia, nuestra función será continua en  
[image: image40.wmf]¡

 ( {0}.

Estudiemos la continuidad en  x = 0:
· Existe el límite de la función en el punto:
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· Existe función en el punto:  
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· Los dos valores anteriores son iguales: 
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En consecuencia, nuestra función será continua en  x = 0  y, por tanto, continua en todo el conjunto de números reales 
[image: image44.wmf]¡
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· Estudiar la continuidad de la función  
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Desdoblamos la función para obtener su expresión analítica como función definida a trozos:

Al ser la función cuadrática una función continua, los únicos puntos donde cambia el signo son sus ceros. 

Puntos dónde se anula la función que hay dentro del valor absoluto: 
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Estos puntos descomponen el dominio de la función cuadrática en tres trozos:


[image: image47.wmf](,1){/1}

xx

-¥-=Î<-

¡



[image: image48.wmf](1,1){/11}

xx

-+=Î-<<+

¡



[image: image49.wmf](1,){/1}

xx

++¥=Î>+

¡


[image: image1.wmf]:

f

®

¡¡

[image: image153.wmf]+

[image: image154.wmf]-

[image: image155.wmf]+

[image: image156.wmf]1

-

El signo de la función  
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 no cambia en ninguno de estos trozos ya que no incluyen los puntos donde se anula. Por tanto, el signo que tenga en cualquier punto de cada uno de los trozos será el que tenga en todo el trozo. Estudiemos el signo:
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En consecuencia, teniendo en cuenta la definición de valor absoluto, nuestra función desdoblada nos quedará de la forma:
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De manera más reducida:
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Una vez desdoblada, pasamos a estudiar su continuidad:

· Para valores 
[image: image53.wmf],
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 la función está definida como función cuadrática, continua en todo R y, en consecuencia, en el intervalo  
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· Para valores 
[image: image55.wmf],
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 la función está definida como función cuadrática, continua en todo R y, en consecuencia, en el intervalo  
[image: image56.wmf]).
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· Para valores 
[image: image57.wmf],
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 la función está definida como función cuadrática, continua en todo R y, en consecuencia, en el intervalo  
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· Estudiemos la continuidad en los puntos 
[image: image59.wmf]1
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 y  
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Estudiemos la continuidad en 
[image: image61.wmf]:
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· Existe el límite de la función en el punto:
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· Existe función en el punto:  
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)

1

(

=

-

$

f


· Los dos valores anteriores son iguales: 
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Por tanto, nuestra función será continua en 
[image: image65.wmf].
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Estudiemos la continuidad en 
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· Existe el límite de la función en el punto:
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· Existe función en el punto:  
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· Los dos valores anteriores son iguales: 
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Por tanto, nuestra función será continua en 
[image: image70.wmf].
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En consecuencia, la función  
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 es continua en todo el conjunto de los números reales 
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· Estudiar la continuidad de la función  
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Operamos como en el ejercicio anterior:
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Estos puntos descomponen el dominio de la función cuadrática en tres trozos:
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El signo de la función  
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 no cambia en ninguno de estos trozos ya que no incluyen los puntos donde se anula. Por tanto, el signo que tenga en cualquier punto de cada uno de los trozos será el que tenga en todo el trozo. Estudiemos el signo:
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En consecuencia, teniendo en cuenta la definición de valor absoluto, nuestra función desdoblada nos quedará de la forma:
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Ahora estudiamos la continuidad de la función:

· Para valores menores que 2 y mayores que 3, la función f  está definida como una función cuadrática, que es continua en todo el conjunto de números reales y, en consecuencia, en los intervalos  
[image: image80.wmf](
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· Para valores comprendidos entre 2 y 3, la función f  está definida como una función cuadrática, que es continua en todo el conjunto de números reales y, en consecuencia, en el intervalo  
[image: image81.wmf](
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· Estudiamos la continuidad en los puntos 
[image: image82.wmf]:
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· En  
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1. Existe el límite de la función en el punto:
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2. Existe función en el punto:  
[image: image85.wmf]0
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3. Los dos valores anteriores son iguales: 
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Por tanto, nuestra función será continua en 
[image: image87.wmf].
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· En  
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1. Existe el límite de la función en el punto:
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2. Existe función en el punto:  
[image: image90.wmf]0
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3. Los dos valores anteriores son iguales: 
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Por tanto, nuestra función será continua en 
[image: image92.wmf].
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En consecuencia, nuestra función será continua en todo el conjunto de números reales.

Estudiar la continuidad de las siguientes funciones para los distintos valores del parámetro:

1. 
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Independientemente del valor del parámetro a:

· Para valores mayores y menores que 2, la función f está definida como una función cuadrática, que es continua en todo el conjunto de números reales y, en consecuencia, en los intervalos  
[image: image94.wmf](
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· Para que sea continua en el punto  
[image: image95.wmf]2
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 tiene que existir límite en él:
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Solamente existe límite en el punto 
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 para el valor de 
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 y, por tanto, solo podrá ser continua en el punto 
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 para ese valor.

· Resumiendo:

· Si  
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 la función es continua en todo el conjunto de números reales R.

· Si  
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 la función es continua en todo el conjunto de números reales R menos en el punto 
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2. 
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Independientemente del valor del parámetro a:

· Para valores menores que 2, la función f está definida como función lineal que no depende del parámetro; la función lineal es continua en R y, por tanto, en el intervalo  
[image: image104.wmf](
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· Para valores mayores que 2, la función f, independientemente del valor del parámetro a, está definida como una función cuadrática, que es continua en todo el conjunto de números reales y, en consecuencia, en el intervalo
[image: image105.wmf](
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· Para que sea continua en el punto  
[image: image106.wmf]2
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 tiene que existir límite en él:
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Solamente existe límite en el punto 
[image: image108.wmf]2
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 para el valor de 
[image: image109.wmf]0
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 y, por tanto, solo podrá ser continua en el punto 
[image: image110.wmf]2
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 para ese valor.

· Resumiendo:

· Si  
[image: image111.wmf],
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 la función es continua en todo el conjunto de números reales 
[image: image112.wmf]¡
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· Si  
[image: image113.wmf],
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 la función es continua en todo el conjunto de números reales 
[image: image114.wmf]¡

 menos en el punto 
[image: image115.wmf]2:   {2}.
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Independientemente del valor que tome el parámetro:

· Para valores menores que cero, la función f está definida como función exponencial, continua en 
[image: image117.wmf]¡

 y, por tanto, continua en el intervalo 
[image: image118.wmf](
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· Para valores mayores que cero, la función f está definida como función lineal, continua en 
[image: image119.wmf]¡

 y, por tanto, continua en el intervalo 
[image: image120.wmf](
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En consecuencia, nuestra función es continua en 
[image: image121.wmf]*

¡

 para cualquier valor del parámetro.

Veamos que ocurre en el punto x = 0  en el cual existe un cambio de definición de la función:

· Estudiamos la existencia de límite: para que exista límite, los límites laterales deberán ser iguales
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Solamente existe límite en el punto 
[image: image123.wmf]0
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x

 para el valor de 
[image: image124.wmf]2
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 y, por tanto, solo podrá ser continua en el punto 
[image: image125.wmf]0
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 para ese valor.

· Resumiendo:

· Si  
[image: image126.wmf],
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 la función es continua en todo el conjunto de números reales 
[image: image127.wmf]¡
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· Si  
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 la función es continua en todo el conjunto de números reales 
[image: image129.wmf]¡

 menos en el punto 
[image: image130.wmf]0:   {0}.
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4. 
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Tenemos una función definida a trozos, con dos cambios de definición en los puntos  0  y  1. Independientemente de los dos parámetros de que depende, nuestra función verifica que:

· Para valores menores que cero, la función f está definida como función cuadrática, continua en 
[image: image132.wmf]¡

 y, por tanto, continua en el intervalo 
[image: image133.wmf](
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· Para valores comprendidos entre 0 y 1, la función está definida como función lineal, continua en todo 
[image: image134.wmf]¡

 y, por tanto, en el intervalo 
[image: image135.wmf](
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· Para valores mayores que uno, la función f está definida como función constante, continua en 
[image: image136.wmf]¡

 y, por tanto, continua en el intervalo 
[image: image137.wmf](
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En consecuencia, la función f es continua en 
[image: image138.wmf](
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Estudiemos la continuidad en los puntos 0 y 1, donde existen cambios de definición de la función:

Para que sea continua en ellos, tiene que existir límite en cada uno de ellos:

· En el punto  
[image: image139.wmf]:
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· En el punto  
[image: image141.wmf]:
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Para que sea continua en estos puntos se tienen que verificar las condiciones que acabamos de obtener. Resolviendo el sistema formado por ellas:
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· En resumen:

· Si  
[image: image144.wmf],
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 la función es continua en todo el conjunto de números reales.

· Si  
[image: image145.wmf],
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 la función es continua en el punto 0 pero no es continua en el punto 1, ya que se cumpliría solamente la primera condición. Por tanto, la función f es continua en 
[image: image146.wmf]{1}.
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· Si  
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 la función es no es continua en el punto 
[image: image148.wmf],
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 puesto que no se cumple la primera condición, pero si es continua en 
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 puesto que se cumple la segunda. Por tanto, la función es continua en 
[image: image150.wmf] {0}.
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· Si 
[image: image151.wmf],
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 entonces no se cumple ninguna de las dos condiciones y nuestra función no sería continua en los puntos 0 y 1. En consecuencia, f sería continua en  
[image: image152.wmf]{0,1}.
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